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TRIGONOMETRIA

A trigonometria tem sua origem no estudo das
relagdes entre medidas de angulos e lados nos
tridngulos retadngulos e a aplicacdo dessas
relagbes nos demais calculos geométricos.
Comecgaremos nossos estudos com algumas
definicbes e que servirdo de bases para um bom
entendimento da trigonometria.

TRIANGULO RETANGULO
E o triangulo em que um dos angulos é reto
(900).

N

ELEMENTOS DE UM TRIANGULO

RETANGULO

a — HIPOTENUSA
b
¢ —>CATETOS

Teorema de Pitagoras

(Hipotesusa )’ = (Cateto) + (Cateto)’

U

a?=b?+c?

Il) ANGULOS INTERNOS DO TRIANGULO
RETANGULO

A soma dos angulos internos de um tridangulo é
sempre igual a 180°.

No triangulo retangulo abaixo, temos que:

e

g

0+ B +90° =180°
0+ 3 =90°
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OBSERVACAOL1:
Quando a soma de dois angulos € igual a 90°
dizemos que eles sdo complementares, portanto:

0 e f sdo angulos complementares.

OBSERVACAO2:
Dependendo do &ngulo agudo considerado, 0s
catetos recebem nomes especificos.

* Com relagdo ao angulo f temos que:

b — CATETO OPOSTO.
C > CATETO ADJACENTE.
* Com relag&o ao angulo @ temos que:

b —- CATETO ADJACENTE.
C — CATETO OPOSTO.

ll) RAZOES TRIGONOMETRICAS

S&o representadas pelas razdes existentes entre
os lados do tridngulo retangulo.

No tridngulo retangulo abaixo temos as seguintes
razdes trigonomeétricas:

2] a
b
)i
C
Senjg = Cat.eto Oposto _ 9
Hipotenusa a
Cosfj = Cate_to Adjacente _c .
Hipotenusa a
Cateto Oposto b
Tgp = Y

Cateto Adjacente c
Da mesma forma temos também que:

Send — Cateto Oposto _c _

Hipotenusa a

Coso — Cateto Adjacente _ E

Hipotenusa a




CatetoOposto ¢

" Cateto Adjacente b’

OBSERVACAO:
Seng = Cosé
Cosp = Send

A tabela a seguir fornece os valores dos senos,
cossenos e tangentes dos angulos de 30°, 45° e
60°. Sua memorizagéo € recomendada, uma vez
gue esses valores, como dissemos, s&o
frequentemente utilizados.

30° 45° 60°
1 V2 J3
Sen — — —
2 2 2
J3 V2 1
Cos —_ —_ —
2 2 2
V3
Tg 5 1 J3

EXERCICIOS

1) Em um recente vendaval, um poste de luz de
9 metros de altura quebrou-se em um ponto a
distancia x do solo. A parte do poste acima da
fratura inclinou-se e sua extremidade superior
encostou-se ao solo a uma distancia de 3 m da
base do mesmo. A que altura x do solo o poste
guebrou?

2) O comprimento da diagonal do quadrado de

perimetro 24cm é:
012 D)v24  Eyis

A) V72 B)12

3) Um botanico interessado em descobrir qual o
comprimento da copa de uma arvore fez as
observacdes indicadas na figura abaixo a partir
de um ponto no solo. O comprimento (H), em
metros, dessa copa é:
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< »
< »

10m
A) 10(\/§ —1) B)15 ) 2043 D)

10(3+1)  E)30

4) O mastro (ﬁ) de um navio é preso

verticalmente por cabos de aco fixo na proa (A) e
na popa (B), conforme mostra a figura a seguir.

Se o caho EmedelO\/g m entdo, a altura do
mastro é:

B) 53 m C)8\/§ m

E)20+/3m

A) 273 m
D)10+/3 m

5) A Rua Tenério Quadros e a avenida Teofilo
Silva, ambas retilineas, se cruzam segundo um
angulo de 30°. O posto de gasolina Estrela do Sul
se encontra na Avenida Tedfilo Silva a 4000 m do
citado cruzamento. Portanto, a distancia entre o
posto de gasolina Estrela do Sul e a Rua Tendrio
Quadros, em quildmetros, é igual a:

A) 4 B) 12 C)2 D)5 E) 8

6) Um topdgrafo foi chamado para obter a altura
de um edificio. Para fazer isto, ele colocou um
teodolito (instrumento para medir angulos) a 200
m do edificio e mediu o angulo de 30°, como
indicado na figura a seguir:




Use:\/g =17

e
:'.:?l?? .......... D

A

Sabendo que o teodolito esta a 1,5 m do solo,
pode-se concluir que, dentre os valores a seguir,
o0 que melhor aproxima a altura do edificio, em
metros, é:

A)112 B)115 C)117 D)120 E) 124

IEEEE

7) Patrik, um jovem curioso, observa da janela do
seu quarto (A) uma banca de revistas (R), bem
em frente ao seu prédio, segundo um angulo de
60° com a vertical. Desejando avaliar a distancia
do prédio a banca, Patrik sobe seis andares
(aproximadamente 16 metros) até o apartamento
de um amigo seu, e passa a avistar a banca (do
ponto B) segundo um &ngulo de 30° com a
vertical. Calculando a distancia “d”, Patrik deve
encontrar, aproximadamente, o valor:

(Dados: V2 =14e +3=17)

3

a0 =

|JJJJ|J!J|JJJ]

T d I
A)8m B)11,2m C)12,4m D)13,6m E)15,0m

8) Para apanhar uma embalagem PET numa
prateleira de uma loja, o vendedor apoiou uma
escada cujo pé esta no ponto A, formando um
angulo de 60° com o solo, porém, ao se
aproximar da prateleira, houve um deslize da
escada, deslocando seu pé para o ponto B e
formando desta forma um angulo de 30° com o
solo, conforme a figura abaixo.

C UR SINHO

I CuRSINHO MATEMATICA [SCavier

A alternativa certa para o sucesso.

C
\
\
D \:
\\\
\ -~
\ \\
60° > e
V™ 30°~
E A B

Se a escada A_C mede 4\/§m e \/§ =1,73, a

distancia CD mede:
A)1,73 B)2,54 C)3,46 D)4,27 E)5,67

9) Uma ponte levadica, com 50 metros de
comprimento, estende-se sobre um rio. Para dar
passagem a algumas embarcacfes, pode-se
abrir a ponte a partir de seu centro, criando um
vao AB, conforme mostra a figura abaixo.

AB
A, o B
.,
S
\/
o -,: o
s B S s s s B e s P
rio
|- 50 -

Considerando que os pontos A e B tém alturas
iguais, ndo importando a posicdo da ponte,
responda a questdo abaixo. Se o tempo gasto
para girar a ponte em 1° equivale a 30 segundos,
qual serd o tempo necessario para elevar os
pontos A e B a uma altura de 12,5 m, com relagéo
a posicédo destes quando a ponte esta abaixada?
a) 5min  b)10min €)15min d) 20min
€)25min

10) Um cacador avista um pato voando em
direcéo horizontal, a uma altura h do solo. Inclina
sua arma 60° e da o primeiro disparo, que atinge
a ave de raspdo, abaixa a arma para 30° e da o
segundo disparo, que atinge a ave em cheio. A
distancia percorrida pela ave, supondo que
manteve o v6o na horizontal foi de:
2h+/3
m

A) 30m B) 2m C) 3
D) h m E) ﬁ m
3 3

11) Uma telha de um galinheiro quebrou. Em dias
chuvosos, uma goteira produz no chdo, embaixo
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da telha quebrada, uma pequena poca de agua,
a 1,85 m de uma das paredes do galinheiro,
conforme a figura. Considerando que a
espessura dessa parede € 15 cm e que d é a
distancia entre o ponto mais alto do telhado e a
guebra da telha, calcule, em metros, d?+ 20.
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12) Uma caixa-d’agua esta localizada num ponto
P de um terreno plano, conforme representado
abaixo. Ela é avistada do ponto A sob um angulo
de 30° e do ponto B sob um angulo de 45°.

Sabendo-se que a medida do angulo APB é 90°
e a distancia entre os pontos A e B é 100 m,
calcule, em metros, a altura da caixa-d’agua.

A)30 B)5  C)60 D)50 E)40

13) Dois niveis de uma praca estao ligados por
uma rampa de 3 metros de comprimento e 30° de
inclinacdo, conforme a figura abaixo. Deve-se
construir sobre a rampa 6 degraus de mesma
altura. A altura de cada degrau, em metro, sera:

A)2,20 B)0,23 C)0,25 D)0,27 E)O0,28m

14) A figura abaixo, representa o projeto de uma
escada com 5 degraus de mesma altura, o
comprimento total do corriméo e igual a:
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24 cm

A)18 B)1,9 C)20 D)21 E)22

RESOLUCAO DE TRIANGULOS QUAISQUER.
I- LEI DOS SENOS

Em qualquer tridngulo, o quociente entre cada
lado e 0 seno do angulo oposto é constante e
igual a medida do didmetro da circunferéncia
circunscrita.

a b c
senA ~senB ~senC

2R

II- LEI DOS COSSENOS

Em qualquer triangulo, o quadrado de um lado é
igual a soma dos quadrados dos outros dois
lados, menos duas vezes produto desses dois
lados pelo cosseno do angulo formado por eles.

> a?=b?+c2-2.b.c.cos A




A

> b%2=a%?+c?-2.a.c.cos B

> c2=a?+b?%-2ab cosé

lll- TEOREMA DA AREA

A area de um tridngulo qualquer é igual a metade
do produto de dois de seus lados pelo seno do
angulo compreendido entre eles.

> No caso de serem dados apenas 0s
lados A e B:
S_ A.B.Sen@

2

» No caso de serem dados apenas ao
lados A e C:

_ AC.Senp
2

S

» No caso de serem dados apenas os
lados B e C:

S B.CSena
2

EXERCICIOS

1) No triangulo abaixo, AC =4m, BC=3me [ =
60°. Calcule Senc.

o
A £ B

2) Em um triangulo ABC o lado AB mede 42

A

e o angulo C, oposto ao lado AB, mede 45°.

Determine o raio da circunferéncia que
circunscreve o triangulo.
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3) Dois lados de um triangulo medem 10cm e
6cm e forma entre si um &ngulo de 120°. Calcule
a medida do terceiro lado.

4) Num triangulo ABC A=45°, b=8V2 e
¢ =10. Calcule a medida do terceiro lado do
triangulo.

5) Dois lados consecutivos de um paralelogramo
medem 14cm e 10cm e formam um &angulo de
60°. Calcule as medidas de suas diagonais.

6) Num tridngulo isGsceles de base 6cm, o
angulo oposto a base mede 120°. Calcule a area
do triangulo. (Sugestdo: Usando a lei dos senos,
calcule a medida de cada lado congruente.)

7) Preocupado com a falta de area verde em sua
cidade, um prefeito resolveu aproveitar um
terreno triangular, localizado no cruzamento de
duas ruas, para construir uma pracga, conforme
representado na figura abaixo:

A érea da praca a ser construida, em mz, é:

A)500 B)300+/3 €)300 D)250+/3 E)250

8) Uma pessoa se encontra numa planicie as
margens de um rio e vé&, do outro lado do rio, 0
topo T de uma torre de telefone. Com o objetivo
de determinar a altura H da torre, ela marca dois
pontos A e B na planicie e calcula AB = 200 m,

TAB =30°, TBA = 105% TBP = 30°, sendo P 0
pé da torre.

Entdo, H em metros, é igual a:




100+/3

A) 33 B)504/3 C)100 D)50J2 E)100+2

9) Quando o maior lado de um
triangulo inscrito em um circulo
coincide com o didmetro desse
circulo, 0 triangulo e
necessariamente retangulo. Assim
sendo, na figura o raio do circulo de
centro O é igual a:

;5

A B)2 0)73 D)2v/3 E)V3

10) Uma porta retangular de 2m de altura por 1m
de largura gira 30°, conforme a figura. A distancia
entre os pontos A, B, em metros, é:

A)~5 B)+/3 C)2++/3 D)

4+43 E)v6-+/3

11) (UERJ-RJ) O esquema abaixo representa a
vela da asa-delta, que consiste em dois
triangulos is6sceles ABC e ABD congruentes ,
com AC=AB=AD. A medida de AB
corresponde ao comprimento da quilha. Quando
esticada em um plano, essa vela forma um
angulo CAD = 260.

D

<
Suponha que, para planar, a relacdo ideal seja
de 10dm 2 de vela para cada 0,5Kgde massa

%
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total. Considere, agora, uma asa-delta de 15 Kg
que planar4d com uma pessoa de 75Kg. De

acordo com a relacdo ideal, o comprimento da
quilha, em metros, € igual a raiz quadrada de:

A)9 Cos6o B)18Send C) 9
Coso
D) 18 5) 9
Sen0d Send

12) Um observador, situado no ponto A, distante
30 m do ponto B, vé um edificio sob um angulo
de 30°, conforme a figura a seguir.

Baseado nos dados da figura, determine a altura
do edificio em metros e divida o resultado por
J2 . (Dados: AB = 30 m; med (CAD) = 30°: med
(CAB) = 75°; med (ABC) = 60°; med (DCA) = 90°.)

AI0Om B)I2m C)15m Djllm E)14m

ARCOS E ANGULOS

Consideramos arco de circunferéncia uma parte
da circunferéncia determinada por dois de seus
pontos. Representamos por AB o arco de
extremidades A e B, tomando A como origem e
considerando o sentido anti-horario.

A\

1202 A =




COMPRIMENTO DE UM ARCO

Consideremos o angulo central AOB de medida
arade Ab o arco correspondente de
comprimento | :

a = Media do arco (ou do angulo central
correspondente) em rad.

B
| = Comprimento do
arco /
r= Raio da
circunferéncia que A

contem o arco

Podemos calcular o comprimento de um arco por
meio de uma simples regra de trés.

2.7.r = 360°
| —>a

Fazendo os calculos teremos:

| — 2.r.a
360°

Observacédo: Caso seja conveniente trabalhar
com o angulo em radianos, teremos:

l=ar

EXERCICIOS
1) Determine o menor angulo formado pelos
ponteiros de um relégio:
a) as 8h e 5min

c) as 15h e 25min

b) as 12h e 25min
d) as 9h e 10min

2) Um dos problemas mais antigos de que se tem
registro na historia da Matemética € o da diviséo
da circunferéncia em arcos da mesma medida. O
“grau” teve sua origem por volta de 5.000 a.C.
Acredita-se que seu surgimento se deu pela
necessidade de contagem de tempo. Analisando
0S numeros do mostrador de um relégio,
colocados em pontos que dividem a
circunferéncia em 12 partes iguais, percebe-se
gue cada uma das partes mede 30 graus. Desta
forma, qual o menor dos angulos formados pelos
ponteiros de um reldgio que esta assinalando 1h
e 25min.

a)80°  b)102° ¢)107,5° d)1155° €e)125°
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3) O relégio circular de uma residéncia marca
exatamente 5h e 42min, podemos afirmar que
neste momento o menor angulo formado pelos
seus ponteiros é:

a)81l° b)83° c) 86° d)87°

e)90°

4) Augusto e Laura irdo comemorar dois meses
de namoro. Os dois decidiram ir ao shopping,
coincidentemente ao mesmo horério as 12 horas
da manha. Augusto fez sua escolha e logo foi
embora. Por outro lado, Laura levou 2 horas e 25
minutos para fazer a sua, mesmo assim achou
gue foi precipitada em sua compra. Quando 0s
dois se encontraram para a troca de presentes,
Augusto disse que havia gasto apenas 15
minutos no shopping e sua namorada
envergonhada com o tempo que gastou, disse
apenas que o menor angulo formado pelos
ponteiros do relogio, ao final da escolha dela, foi
menor do que o dele. Podemos afirmar que:

A) Laura esta mentindo.

B) Laura disse a verdade.

C) Os dois angulos séo iguais

D) O angulo de Laura é menor que 5°

E) NDA

5) Na figura tém-se 5 arcos de circunferéncias
concéntricas e igualmente espagados entre si.
Sabendo-se que a soma dos comprimentos
desses arcos €é igual ao comprimento da
circunferéncia maior, assinale a alternativa que
indica a medida do &ngulo central comum a todas
as circunferéncias:

A)120°  B)60° C)90  D)45° E)72°

6) O LIXO NO MEIO AMBIENTE

Jodo ficou muito assustado com a diferenc¢a entre
a vida que tinha na ilha do Marajo, sem barulhos
absurdos, sem as sujeiras das aguas, sem a
incansavel espera do lixeiro, enfim. Entdo Jodo
deixava o lixo dentro de sacos plasticos, pois
cachorros, gatos, deterioravam 0S sacos e
espalhavam os lixos. Entédo, Jodo resolveu como
ja fazia no seu interior, comprar um latao
cilindrico. Porém, fez uma pequena abertura no




seu tampao, para que fosse possivel entrar o lixo
e ao mesmo tempo sair sem que ficasse
totalmente aberto.

Qual o comprimento AB aproximado que Jo&o
usou para abrir o tampédo do latdo, observe a
figura abaixo. (Considere 7 = 3,14).

A)0,523m B)1,570m
E)0,452m

C)0,659m  D)1,523m

7) Na figura abaixo estd sombreada a regido
compreendida entre o segmento OP, a
circunferéncia de raio 1, centrada na origem, e 0
guadrado circunscrito a essa circunferéncia. Os
lados do quadrado sdo paralelos aos eixos Ox e
Oy. Considere que o segmento OP forma um

/4
angulo @ com o eixo Ox. Quando 0 < 0 < Za

area A(0) esta representada na figura a seguir.

A area A(0) da regido sombreada em funcéo do
angulo 6 é dada por:

tgb 4 [
AAB) === —- BJAO) =1—-

CAB) =2 -0 D)A®B) =2(1-9)

E)A(0) = 6 (4 — 1)

FUNCOES TRIGONOMETRICAS
) VALORES NOTAVEIS DO SENO

Ja sabemos que:

sen30°=Sen” = *.
6 2
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2
Send5°=Sen” = £

4 2

3

Sen60°=Sen” = Y2

3 2
Vejamos mais alguns valores importantes do
Seno:

Sen0°=0
Sen90° = Sen% ~1

Senl80°= Senz =0
Sen270°= Sen%ﬂ =-1

Sen360°= Sen27z =0

A fungdo Seno é uma funcéo real de variaveis
reais que associa a cada namero real x o valor
real Senx, ou seja:

f:R—>R talque f(x)=Senx.

-1 | Periodo

Como a funcdo f(x)=Senxé definida no

conjunto dos nimeros reais, ou seja, seu dominio
€ R, a curva pode ser estendida para valores

menores que zero e maiores que 27 . Assim o
grafico da funcdo f :R — R, definida por
f (x) = Senx, é a curva chamada de senoide,
que tem o seguinte aspecto:

RESUMO SOBRE A FUNGCAO SENO

O dominio da funcdo Seno é o conjunto dos
ndmeros reais, isto é:
Df =R

O conjunto imagem da fungédo f(x) = Senxé o
intervalo [-11].
Im, =[-11]




OBSERVACAO: —1< Senx<1

A fungcdo Seno € uma fungdo impar, isto é,
Sen(— x) = —Senx, vx € R.

Exemplo: SenZzl e Sen _z =—1.
6 2 2 2

A fungdo f(X) = Senx é periddica de periodo P
=27 . De modo geral, para fungdes do tipo
f (x) = Sen(kx), o periodo é obtido dividindo-se

27 por |k|:

i 27
Periodo=—-.

K

Quanto ao sinal da funcdo Seno, vemos que a
funcdo € positiva para valores do 1° e 2°
guadrantes e negativa para valores do 3° e 4°
guadrantes.

EXERCICIOS

1) Determine os valores reais de m para 0s quais
as seguintes equacbes tenham solucdes:

a) Senx=2m-3 b) Senx=2m-—7

c) Senx=m-5 d) 2Senx=3m+4

2) Construa o grafico das fungdes a seguir, em
um periodo, dando o dominio, a imagem e o
periodo:

A) Yy =4Senx

T X
C)y en(x 2) D) y en(4j

B) y =1+ Senx

4) Determine os valores méaximo, minimo e o
periodo de f(X).

a) f(x)=2+ Sen(x+%)
b) f(x)=-1+ Sen[Sx + %)
o) f(x)= —Sen(?,x - %)

d) f(x)=-3-Sen8x
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VALORES NOTAVEIS DO COSSENO

Ja sabemos que:

J3

Cos30°= Cos% =—

5
Cos45°= CosZ = —2.
4 2

Cos60° = CosZ = 1.
3 2

Vejamos mais alguns valores importantes do
Seno:

Cos0°=1
C0590°= COS% ~0

Cos180°=Cosz =-1
Cos270°= Cos%r =0
Cos360°=Cos2rz =1

FUNCAO COSSENO
A funcdo Cosseno € uma fungéo real de variaveis
reais que associa a cada numero real x o valor
real Cosx, ou seja:

f:R—> R talque f(x)=Cosx..

A 4

1 >
T Periodo

Como a fungdo f(X)=Cosx é definida no

conjunto dos nimeros reais, ou seja, seu dominio
€ R, a curva pode ser estendida para valores

menores que zero e maiores que 27 . Assim o
grafico da fungdo f :R —> R, definida por
f(x)=Cosx, ¢é a curva chamada de
Cossendide, que tem o seguinte aspecto:

RESUMO SOBRE A FUNCAO COSSENO

O dominio da funcéo Cosseno é o conjunto dos
ndmeros reais, isto é:




Df=R

O conjunto imagem da fungdo f (Xx) = Cosx é o
intervalo [-11].

Im, =[-11], isto ¢,

OBSERVACAO: —1<Cosx <1

A funcdo Cosseno é uma funcdo par, isto €,
Cos(— x) = Cosx, Vx € R.

J3

Exemplo: CosZ =22 ¢
6 2

A funcdo f(X) = Cosx é periddica de periodo P
=27 . De modo geral, para fungdes do tipo
f (x) = Cos(kx) , o periodo é obtido dividindo-

se 27 por |k|:

i 27
Periodo=——-.

i

EXERCICIOS

1) Determine os valores reais de K para os quais
as seguintes equacbes tenham solucdes:

a) Cosx =2k +5 b) 3Cosx =6k —15
c) Cosx =3k +4 d) 2Cosx =3k +6

2) Construa o grafico das funcdes a seguir, em
um periodo, dando o dominio, a imagem e o
periodo:

A) y = 2Cosx B) y =—Cosx

C) y =2+Cosx D) y= 3003(9

“FENOMENOS PERIODICOS”

A natureza esta repleta de fendmenos fisicos
ditos periédicos, ou seja, que se repetem sem
alteracdo cada vez que transcorre um intervalo
de tempo determinado (periodo). Por exemplo,
0s movimentos das marés, da radiacao eletro
magnética, da luz visivel, dos péndulos, das
molas, sdo todos periédicos. As funcbes
trigonométricas, em especial as sendides e as
cossenoides, sdo excelentes para descrever tais
fendmenos, uma vez que séo funcgdes periddicas.
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Dessa forma podemos associar a qualquer
movimento periddico uma fungédo seno do tipo

f(x) =a+bSen(kx+d) ou fungéo
cosseno do tipo f(x) =a+bCos(kx+d), cuja
imagem é dada por

uma

[a—|b|, a+|b|], e cujo periodo € dado por

K
Na descricdo dos fendmenos periddicos, em
geral se opta por valores de b e k positivos, de
forma que a imagem da sendide e da cossendide

nesses casos passem a ser [a—b,a+b]e 0
2

periodo —.
k

Alem disso, é conveniente saber mais outros trés
detalhes sobre as fungdes seno e cosseno.

Se b < 0, o gréfico fica simétrico ao grafico da
funcéo em que b>0 (simetria em relac&o ao eixo
X).

—-d
Se d# 0, o grafico translada T unidades.

VEJAMOS UMA APLICACAOQ!!!

Vamos descrever com uma senéide a altitude do
mar em um dia em determinado local sabendo
gue nesse dia, na maré alta, a altitude do mar foi
1,6m a na maré baixa foi 0,2m. As mares altas
ocorreram as 2h e as 14 h e as mares baixas
ocorreram as 8h e as 20h. Vamos considerar a
contagem do tempo em horas a partir da meia-
noite.

O texto pode ser resumido pelo grafico abaixo:

A Altitude (m)

t(h)

Assim, nesse dia e nesse local, a altitude do mar
pode ser descrita pela funcéo
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h(t) = o,9+o,73en[£t +1J.
6 6

EXERCICIOS:

1) Os praticantes de Cooper balan¢gam os bracos
ritmicamente, enquanto correm para frente e
para tras. Descrevendo uma oscilacdo completa

3 ' :
em 2 de segundo, conforme a figura abaixo.

I\/IOVIMENTO DOS BRACOS |

EIXO EIXO

—_

_/V 0

BRACO BRACO

O angulo @ varia em funcdo do tempo t, em
segundos, aproximadamente, de acordo com a
equacao:

Tomando por base os dados acima, podemos
afirmar que o maior angulo assumido pelo angulo
o é:

A)15° B)20° C)25° D)30° E)45°

2) A figura a seguir mostra parte de uma onda
senoidal que foi isolada para uma pesquisa:

1 10
: : ' 3 /
A

=]
=
E ]
£
H
=

Qual das alternativas melhor representa a
equacao da onda para o periodo apresentado?

X 7
AY=1+2Sen ———
)y (2 6)

C UR SINHO
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B) y=1+2Sen —]

C) y=1+2Sen E—Zj

2 3
X
D) y =1+ 2Sen —j
3
X
E) y=1+2Sen Ej

3)Responda as questdes (3.1) e (3.2) com
base no texto abaixo:

No hemocentro de um certo hospital, 0 nimero
de doagbes de sangue tem variado
periodicamente. Admita que, neste hospital, no
ano de 2007, este numero, de janeiro (t = 0) a
dezembro (t = 11), seja dado aproximadamente,
pela expressao

S(t)y=4- Cos[%}

com A uma constante positiva, S (t) em milhares
e t emmeses, 0 <t <11

3.1) Qual o valor da constante A, sabendo que
no més de fevereiro houve 2 mil doacdes de
sangue?

A) 1 B)3 C5 D)7 E)10

3.2) Em quais meses houve 3 mil doacdes de
sangue?
A) janeiro e abril B) fevereiro e junho

C) maio e novembro
E) julho e dezembro

D) maio e dezembro

4) A expressao

ft)=2- 2C05(%tj, 0<t<12, representa

a variacdo da profundidade do trabalho de uma
ferramenta de corte em relacdo ao tempo de
operacdo. Em que instante essa profundidade é
maxima?

A)t=9 B)t=12 C)t=6 D)t=3 E)t=2

11
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5) Na estacédo de trabalho de pintura de pecas de
uma fabrica, a pressdo em um tambor de ar
comprimido varia com o tempo conforme a

expressdo P(t) =50 + SOSen(t - %) t > 0.

Assinale a alternativa em que o instante t
corresponde ao valor minimo da presséo.

a)% b)%” 037 d 7 €27

6) Um supermercado, que fica aberto 24 horas
por dia, faz a contagem do nimero de clientes na
loja a cada 3 horas. Com base nos dados
observados, estima-se que o nimero de clientes
possa ser calculado pela funcé@o trigonométrica

f(x) = 800 .Sen()i'—zﬂJ +900 , emque f(x)é

o numero de clientes e X a hora da observagéo

(x € um namero inteiro tal que 0< X <24).
Utilizando essa funcéo, a estimativa da diferenca
entre o nUmero Maximo e o niumero minimo de
clientes dentro do supermercado, em um dia
completo, é igual a:

A)600 B)800 C)900 D) 1500 E) 1600

7) Em alguns trechos do rio Tieté (SP), verifica-
se a formacdo de notaveis quantidades de
espuma, resultante de poluicdo por residuos
industriais. Em certo dia, a quantidade de
espuma variou segundo a funcéo

t

f(t):3+2.Sen[?j . sendo  f(t)a

guantidade de espuma, em m?3 por metro de rio,
e t otempo, em horas contadas a partir da meia-
noite. Nessas condic¢fes, qual o 1° momento do
dia, em horas, em que a quantidade de espuma
atingiu 5m?3 por metro de rio?

A)as 2h  B)as 2,5h C)as 3h
E)4h

D)as 3,5h

8) A tensao elétrica produzida em um circuito de
corrente alternada € um exemplo de fendmeno
periodico que pode ser modelado por uma funcéo
trigonométrica.

Considere que a fungéo E(t) =h.Sen(kt), (com

t em segundos), representa uma tencéao elétrica
gue oscila entre um valor minimo e um valor

C UR SINHO
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maximo, com frequéncia de 60 ciclos por
segundo,(ver grafico abaixo).

1101

104 N

De acordo coam as informacgdes obtidas acima,
podemos concluir que os valores das constantes
b e k, sdo respectivamente:

A)110e 607 B)110e307 C)110e 1207

D)-110e 1207 E)-110e 607

9) Na figura a seguir, a e p sdo as medidas dos
angulos AOD e AOC, respectivamente, e r é a
reta tangente a circunferéncia de centro O e raio
unitario, no ponto A.

/4
Se CD é paralelo a AO e O<a< Z entdo senp é
igual a:

A)sena  B)tbf C)cosp D) cosa E) tga

ANALISE COMBINATORIA




Foi a necessidade de calcular o numero de
possibilidades existentes nos chamados jogos de
azar que levou ao desenvolvimento da Andlise
Combinatéria, parte da Matematica que estuda
0s métodos de contagem.

A Andalise Combinatéria visa desenvolver
métodos que permitam contar - de uma forma
indireta - o nUmero de elementos de um conjunto,
estando esses elementos agrupados sob certas
condicdes.

PRINCIPIO FUNDAMENTAL DA CONTAGEM
(PFC)

Se determinado acontecimento ocorre em n
etapas diferentes, e se a primeira etapa pode
ocorrer de k; maneiras diferentes, a segunda de
k. maneiras diferentes, e assim sucessivamente,
entdo o numero total T de maneiras de ocorrer o
acontecimento é dado por:

T= k]_. K2 .k3 C e s kn

EXEMPLO1:

Uma pessoa quer viajar de Recife a Porto Alegre
passando por Sdo Paulo. Sabendo que ha 5
roteiros diferentes para chegar a S&do Paulo
partindo de Recife e 4 roteiros diferentes para
chegar a porto Alegre Partindo de S&o Paulo, de
guantas maneiras possiveis essa pessoa podera
viajar de Recife a Porto Alegre?

A
_8

. lw k

e Recife; ——— e SdoPaulo

C
_o

)

M D
5Possibilidades 4 Possibilidades

Total de Possibilidades: 5.4 = 20

OBSERVACAO:

e PortoAlere
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Quando, num problema de contagem, aparecer o
conectivo “E”, devemos pensar em dependéncia,
em simultaneidade, na operacdo multiplicacéo.

Quando aparecer o conectivo “OU” num
problema de contagem, devemos interpreta-lo no
sentido aditivo, usando a operacéo adi¢do.

EXERCICIOS:

1) O grémio estudantil de uma escola realiza
eleicdes para preenchimento das vagas de sua
diretoria. Para presidente apresentam-se cinco
candidatos; para vice-presidente, oito
candidatos, e para secretario, seis candidatos.
Quantas chapas podem ser formadas?

2) Sabe-se que um saldo tem cinco portas,
determine o nimero de maneiras distintas de
entrar e sair dele sem usar a mesma porta.

3) Existem 2 vias de locomog¢é&o de uma cidade A
para uma cidade B e 3 vias de locomogédo da
cidade B a uma cidade C. De quantas maneiras
pode-se ir de A até C, passando por B?

4) De quantas maneiras diferentes pode-se vestir
uma pessoa que tenha 5 camisas, 3 calgas, 2
pares de meias e 2 pares de sapatos?

FATORIAL

E comum, nos problemas de contagem, calcular
0 produto de uma multiplicagdo cujos fatores sédo
nameros naturais consecutivo. Para facilitar esse
trabalho, vamos adotar um simbolo chamado
fatorial.

Sendo n um numero inteiro maior que 1, define-
se fatorial de n como o produto dos n nimeros
naturais consecutivos de n a 1. Indica-se n!

n! (Lé-se: n fatorial ou fatorial de n.)

nl=n.(n-1).(n-2)..3.2.1 I sendo

nelNen>1

De acordo com a defini¢éo, temos:

21=21=2 31=3.21=6




41=4321=24 5! =5.4.3.2.1 = 120 etc.
OBSERVACAO:

I) Podemos escrever para qualquer n(n € IN)e

n > 2que:

81=8.(7.6.5.4.3.2.1) =8.7!

51=5.4.(3.2.1) =5.4.3]
13=13.12.111=13.12.11.101=13.12.11.10.9!
Em geral:

n'=n.(n-1)!

nl=n.(n-1).(n—2)!

Ou ainda

(n+D)!'=(n+1.n!
(n=-D!=(n-1).(h-2).(h—-3)!

II) Por definicdo, para n =0, temos 0! = 1 e, para
n=1,temos 1! =1.

EXERCICIOS

1) Calcule o valor de:

| 1 71 1 5l
51 E 61!
10071
d) (3+2.4-5)!
) ( ) ®) 5510

2) Simplifique as expressoes:

(n—3)

(n-3) (n+2)
» (n-5)

(n+3p(n—2)
Yooy ©

nl(n—1)

3) Resolva as seguintes equacdes:

8(x +3)! X (x+1)
T R oy R i
(x+2)  (x+1) (X+1xt
Voo o7y P ey
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e) (n—2)=2(n-4)

4) Um casal e seus quatro filhos vao ser
colocados lado a lado para tirar uma foto. Se
todos os filhos devem ficar entre os pais, de
guantos modos distintos os seis podem posar
para tirar a foto?

A)24 B)48  C)96 D) 120 E) 720

5) Para n natural, n=2, quanto vale a expressao
abaixo?

n%n—mu1—%)

A)n!
n.(n + 1)!

B) (n - 1)!
E) (n - 2)!

C)(n+1)! D)

6) A solugdo da equagdo abaixo € um numero
natural:

3l(x-1)! 182(x-2)!-x!
4x-3) 2(x-2)!

A) Maior que nove.  B) impar.

C) Cubo perfeito. D) Divisivel por cinco.
E) Mdltiplo de trés.

7) Analise as sentengas abaixo.
lL41+31=7!

1. 41 x 31 = 12!

I, 5!+ 5! = 2x 5!

E correto o que se apresenta em:

A) | apenas

B) Il apenas

C) lll apenas

D) I, Il e lll.

8) Todo nimero natural pode ser escrito de forma
Unica utilizando-se uma base fatorial, como, por
exemplo, 17=2-3!+2 .21 ++ 1.1 =(2,2,1)a
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Genericamente, podemos representar N = a, - n!
tan1- (-1 +a2- nN=-2)++...+a 1=
(@n, @n-1, an-2, ..., a1)at, €M que ai € {0, 1, 2, ...,

i}.

Dessa forma, o nimero (3,1,0,1)t: equivale, na
base 10, ao numero:

A)83 B)51 C)79 D)65 E)47

9)A seguir, temos o fatorial de alguns nameros.
11=1

21=2x1

31=3x2x1

41=4x3x2x1.

Considere o astronémico resultado de 2013!
guanto vale a soma dos seus trés ultimos
algarismos?

A)0 B)6 C)13 D)20 E)21

10) Em uma das partidas realizadas pelo
PARAZAO (Campeonato Paraense de Futebol
de Campo) de 2018, o Clube do Remo jogou com
o Paysandu e nessa partida o nimero de gols
marcados pelo time do Remo esta representado
pela solugcédo da equacéo:

n'+(n-10=4. (n-1)

e 0 numero de gols do time do Paysandu pela
solucao da equacéo:

4nl_(n+ 20+ (n +1)
o n+1 '

Considerando que nessa partida nao houve gols
contra, podemos concluir que:

A) O time do Remo marcou 4 gols e o time do
Paysandu marcou 2 gols;

B) O time do Remo marcou 2 gols e o time do
Paysandu marcou 4 gols;

C) O time do Remo marcou 1 gol e o time do
Paysandu marcou 1 gol;

D) O time do Remo marcou 2 gols e o time do
Paysandu marcou 3 gols;

I CuRSINHO MATEMATICA [SCavier
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E) O time do Remo marcou 3 gols e o time do
Paysandu marcou 1 gol.

11) O produto n (n - 1) pode ser escrito, em
termos de fatoriais, como:

n!

(n - 2)!

a) n!—(n - 2)! b) c) n!—(n - 1)!

(2n)
n(n -1)

n!
V-] ®)
PERMUTAQAO SIMPLES

Permutacdes simples de N elementos distintos
sdo os agrupamentos formados com todos os N
elementos e que diferem uns dos outros pela
ordem de seus elementos.

‘De uma forma resumida, permutar significa
trocar de posigao”.

EXEMPLO:

Com as letras da palavra RODA, podemos criar
um total de 24 ANAGRAMAS.

Observe:

RODA ODAR DARO ADOR
ROAD ODRA DAOR ADRO
RADO ORAD DORA ARDO
RAOD ORDA DOAR AROD
RDAO OADR DRAO AORD
RDAO OARD DROA AODR

OBSERVACAO: Permutacdes de letras recebem
o nome de ANAGRAMAS.

O numero total de permutaces simples de N
elementos distintos é dado por n!, isto é:

P =n

n

EXEMPLO1: Quantos nimeros de 5 algarismos
distintos podem ser formados, usando-se 0s
algarismos 1, 3,5, 7 e 8?
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SOLUCAO: Queremos formar  nameros
(agrupamentos) de 5 algarismos com os 5 dados,
ou seja, permutacdes dos 5 nimeros. Assim, o
total de permutacdes dos 5 nimeros sera dado
por:

P, =5!=5.4.3.2.1=120 (Podem ser formados

120 ndmero).

PERMUTACAO COM ELEMENTOS

REPETIDOS

Se entre 0s n elementos de um conjunto, existem
a elementos repetidos, b elementos repetidos, ¢
elementos repetidos e assim sucessivamente, o
ndmero total de permutagbes que podemos
formar é dado por:

EXEMPLOS:

1) Quantos anagramas tém a palavra NATALIA?

SOLUCAO:A palavra NATALIA tem 7 letras,
sendo que 3 sdo iguais a A, portanto,

! !

P’ = n_16543 840 Anagramas.
3 3

EXERCICIOS

1) Quantos s&o os anagramas da palavra:
a) PERDAO;

b) PERDAO que iniciam com P e terminam por
o;

c) PERDAO em que as letras A e O aparecem
juntas e nessa ordem;

d) PERDAO em que P e O aparecem nos
extremos.

2) De quantas maneiras uma familia de 5
pessoas pode sentar-se num banco de 5 lugares
para tirar uma foto?

3) De quantas maneiras uma familia de 5
pessoas pode sentar-se num bando de 5 lugares,
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ficando duas delas (por exemplo pai e mée)
sempre juntas, em qualquer ordem?

4) Quantos anagramas da palavra BIGODE tém
as consoantes e as vogais dispostas
alternadamente?

5) Em uma estante estdo dispostos 8 livros
distintos, sendo 3 de matematica, 2 de fisica e 3
de quimica. Determine de quantas formas
distintas podemos dispor os livros, de tal maneira
gue figuem sempre juntos:

a) Os de matematica;
b) Os de uma mesma matéria.

6) embalagens dos produtos vendidos por uma
empresa apresentam uma sequéncia formada
por barras verticais: quatro de largura 1,5mm;
trés de largura 0,5mm e duas de largura 0,25mm,
como no exemplo abaixo.

Cada sequéncia indica o preco de um produto.
Quantos pecos diferentes podem ser indicados
por essas nove barras?

a)80 b)859 ¢)968 d)1260 ) 2120

7) Se uma pessoa gasta exatamente 1 hora para
escrever cada grupo de 672 anagramas da
palavra Paraguai, quanto tempo levara para
escrever todos, se houver um intervalo de 30
minutos entre um grupo e outro, para descansar?

a)13he30min b)14h ¢)14he30min

d) 15h €)15he30min
COMBINACOES
Observe com atencéo este exemplo.

Ane, Elisa, Rosana, Felipe e Gustavo formam
uma equipe. Dois deles precisam representar a
equipe em uma apresentagdo. Quais e quantas
séo as possibilidades?
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Representemos por A: Ane; E: Elisa; R: Rosana;
F: Felipe e G: Gustavo. Precisamos determinar
todos os subconjuntos de 2 elementos do

conjunto de 5 elementos {A,E,R,F,G}. A

ordem em gue os elementos aparecem nesses
subconjuntos ndo importa, pois Ane e Elisa, por
exemplo, é a mesma dupla de Elisa e Ane. Entao,
0s subconjuntos de 2 elementos sdao:

I CURSINHO MATEMATICA [SCavier

C UR SINHO

A alternativa certa para o sucesso.

EXEMPLO1:Uma prova consta de 6 questdes
das quais o aluno deve resolver 3. De quantas
formas ele podera escolher as 3 questdes ?

SOLUGAO:

Quer-se agrupar 3 elementos, dentre os 6
existentes.

{A,E},{A, R}, {A,F},{A,G},{E,R},{E,F},{E,G},{R,FPcheba que a ordem em que o0s elementos

{R,G},{F.G}.
A  esses
combinacfes

subconjuntos chamamos de

simples de de 5 elementos tomados com 2
elementos, ou tomados 2 a 2, e escrevemos

Cs,.

Como o numero total dessas combinaces é 10,
escrevemos C;, =10.

DEFINICAO:

Denominamos combinacdes simples de n
elementos distintos tomados p a p aos
subconjuntos formados por p elementos distintos
escolhidos entre os n elementos dados. E
importante observar que duas combinagdes séo
diferentes quando possuem elementos distintos,
ndo importando a ordem em que os elementos

sdo colocados. Representando por Cnp 0

namero total de combinacBes de n elementos
tomados p a p, temos a seguinte formula:

n!

., =——~,comn> p.
* pl{n-p)

OBSERVACAO: Podemos representar uma
combinacédo de n elementos tomados p a p por;

n
core )

aparecerdo nao sera importante, uma vez que,
ao resolver a 12 , a 22 e a 32questao é o mesmo
que resolver a 22 , a 3° e a 1%, portanto € um
problema de combinacéo.

6 6543
3(6-3) 3321

Ce,s =

Logo, um aluno pode escolher suas 3 questdes
de 20 maneiras diferentes.

UMA PROPRIEDADE
COMBINACOES

IMPORTANTE DAS

Cn,p = Cn,n—p
Ou suja:

C3,2 = C3,1 =3
C5,3 = Cs,z =10

C43,42 = C43,1 =43

Essa propriedade € muito Util para simplificar os
célculos e é conhecida por igualdade de
combinagfes complementares.

EXERCICIOS

1) Quantas comissBes com 4 elementos
podemos formar numa classe de 20 alunos?

2) Calcule o numero de comissdes compostas de
3 alunos que podemos formar a partir de um
grupo de 5 alunos.

3) Calcule o numero de comissbes com 2
professores e 3 alunos que podem ser formadas
a partir de um grupo de 5 professores e 8 alunos.

4) Dados 7 pontos distintos, 4 sobre uma retae 3
sobre uma paralela & primeira, calcule 0 numero
de triangulos com vértices nesses pontos.
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5) Em uma classe de 20 alunos, o professor
deseja organizar grupos de 5 para trabalhar no
laboratério. Quantos grupos distintos podera
formar?

6) O conselho desportivo de uma escola é
formado por 2 professores e 3 alunos.
Candidataram-se 5 professores e 30 alunos. De
guantas maneiras diferentes esse conselho pode
ser eleito?

7) em uma selecdo de futebol, existem 8
jogadores de ataque, 6 de meio-campo, 6
defensores e 3 goleiros.

Quantos times diferentes podem ser formados
utilizando-se 1 goleiro, 4 defensores, 3 meio-
campistas e 3 atacantes?

8) Suponha que no Brasil existam n jogadores de
volei de praia. O numero de duplas que podemos
formar com esses jogadores é:

n n® +2n n®-2n
a) — b) ——— ¢)——
2 2 4
n®+n n>—n
d) e)
2 2

9) Num campeonato de xadrez ha 20 inscritos.
Quantas partidas podem ser efetuadas entre os
inscritos?

ARRANJO

Dado um conjunto com n elementos, chama-se
arranjo simples de p elementos, a todo
agrupamento de p elementos distintos dispostos
numa certa ordem. Dois arranjos diferem entre si,
pela ordem de colocacgéo dos elementos.

Representando o numero total de arranjos de n

teremos a

elementos tomados p a p por A,

seguinte férmula:

n
—,comnz= p.
pl
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EXEMPLO1:Com as letras a, b e ¢, quantos
pares ordenados com elementos distintos
podemos formar?

SOLUCAO: Considerando dois pares quaisquer
(a, b);t (b,a), vemos que a ordem dos
elementos altera o par ordenado.

Trata-se, entdo, de um problema de arranjo
simples:

3 3

A3,2 :M_ﬂ:3.2:6l

Logo, podemos formar 6 pares ordenados.
EXERCICIOS

1) Quantos nimeros de 4 algarismos distintos
podemos formar com os algarismos de 1 a 9?

2) Um clube tem 30 membros. A diretoria é
formada por um presidente, um vice-presidente,
um secretario e um tesoureiro. Se uma pessoa
pode ocupar apenas um desses cargos, de
guantas maneiras pode-se formar uma diretoria?

3) De quantas maneiras podemos escolher um
pivé e um ala num grupo de 12 jogadores de
basquete?

4) Durante o més de junho, ocorre a tradicional
competicdo de quadrilhas dos bairros. De
guantas maneiras podem ocorrer a escolha da
camped e vice-camped entre 5 quadrilhas
finalistas, sabendo-se que ndo ocorrem
empates?

5) Dona Priscila tem trés filhos e ganhou
ingressos para trés brinquedos diferentes de um
parque de diversdes. De quantos modos ela
podera distribuir os ingressos premiando trés
filhos seus?

6) Durante um campeonato mundial de futebol,
disputado por 24 paises, as tampinhas de coca-
cola traziam palpites sobre os paises que se
classificariam nos trés primeiros lugares ( por
exemplo: 1° lugar, Brasil/ 2° lugar, Nigéria/ 3°
lugar, Holanda) se em cada tampinha os trés
paises sao distintos, quantas tampinhas
diferentes poderiam existir?

7) (CESUPA 2002) Desde 30/06/2001, os
nimeros dos telefones de varias cidades do
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interior do Parad passaram a ter 8 (oito) digitos,
sendo que todos iniciam por 37. Com esta
mudanga, o nimero possivel de telefones, com
digitos distintos, que podem ser disponibilizados
para estas cidades, é igual a:

8) Luciano realizou uma pesquisa para verificar a
opinido dos paraenses a respeito de quem
seriam os trés primeiros colocados na corrida do
Cirio de 2003, na seguinte ordem: Vencedor , 2°
colocado e 3° colocado. No momento da
pesquisa, Luciano apresentava, para escolha
dos entrevistados, uma lista contendo o nome
dos dez favoritos dentre os atletas participantes.
Desconsiderando qualquer possibilidade de
empate, o numero de formas diferentes de
respostas é:

a) 120 b) 240 c)360 d)540 e) 720

EXERCICIOS COMPLEMENTARES:

1) Torneios de ténis, em geral, sdo disputados
em sistema de eliminatéria simples. Nesse
sistema, sao disputadas partidas entre dois
competidores, com a eliminacdo do perdedor e
promocdo do vencedor paraa fase seguinte.
Dessa forma, se na 12 fase o torneio conta com
2n competidores, entdo na 22 fase
restardo n competidores, e assim
sucessivamente até a partida final.

Em um torneio de ténis, disputado nesse
sistema, participam 128 tenistas.

Para se definir o campedo desse torneio, 0

ndmero de partidas necessarias é dado por
A) 2 X 128

B)64+32+16+8+4+2
C)128+64+32+16+8+4+2+1
D)128+64+32+16+8+4+2

E)64+32+16+8+4+2+1

2) O Saldo do Automével de Sdo Paulo é um
evento no qual varios fabricantes expdem seus
modelos mais recentes de veiculos, mostrando,
principalmente, suas inovacbes em design e
tecnologia.

Disponivel em: http://gl.globo.com. Acesso
em: 4 fev. 2015 (adaptado).
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Uma montadora pretende participar desse
evento com dois estandes, um na entrada e outro
na regido central do saldo, expondo, em cada um
deles, um carro compacto e uma
caminhonete. Para compor os estandes, foram
disponibilizados pela montadora quatro carros
compactos, de modelos distintos, e seis
caminhonetes de diferentes cores para serem
escolhidos aqueles que serdo expostos. A
posicao dos carros dentro de cada estande é
irrelevante.

Uma expressdo que fornece a quantidade de
maneiras diferentes que os estandes podem ser
compostos é

A A
D) A2.A2.2.2

B) Cj
E) C2.CZ

Cc) C;CZ.2.2

3) Uma empresa construird sua pagina na
internet e espera atrair um publico de
aproximadamente um milh&o de clientes. Para
acessar essa pagina, sera necessaria uma senha
com formato a ser definido pela empresa.
Existem cinco opg¢Bes de formato oferecidas pelo
programador, descritas no quadro, em que “L” e

“D” representam, respectivamente, letra
mailscula e digito.
Opgao Formato
| LODDDD
Il DDDDDD
1l LLDDDD
IV DDDDD
v LLLDD

As letras do alfabeto, entre as 26 possiveis, bem
como os digitos, entre os 10 possiveis, podem se
repetir em qualquer das opcdes.

A empresa quer escolher uma opcédo de formato
cujo nimero de senhas distintas possiveis seja
superior ao numero esperado de clientes, mas
gue esse numero ndo seja superior ao dobro do
namero esperado de clientes.

A opcao que mais se adequa as da empresa é

A)I. B)Il. C)ll. D)IV. E)W.
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4) Como nao séo adeptos da pratica de esportes,
um grupo de amigos resolveu fazer um torneio de
futebol utilizando videogame. Decidiram que
cada jogador joga uma Unica vez com cada um
dos outros jogadores. O campedo sera aquele
que conseguir o maior nimero de pontos.
Observaram que o numero de partidas jogadas
depende do nimero de jogadores, como mostra
0 quadro:

Quantidade de

jogadores 2 3 4 5 6 7
Nimero de

partidas 1 3 6 10 |15 | 21

Se a quantidade de jogadores for 8, quantas
partidas serdo realizadas?

A)64 B)56 C)49 D)36 E)28

5) Um brinquedo infantil caminhdo-cegonha é
formado por uma carreta e dez carrinhos nela
transportados, conforme a figura.

000000
O

No setor de producdo da empresa que fabrica
esse brinquedo, é feita a pintura de todos os
carrinhos para que o aspecto do brinquedo fique
mais atraente. S&o utilizadas as cores: amarelo,
branco, laranja e verde, e cada carrinho
€ pintado apenas com uma cor. O caminhdo-
cegonha deve haver pelo menos um carrinho
de cada uma das quatro cores disponiveis.
Mudanca de posicao dos carrinhos no caminhao-
cegonhando gera um novo modelo do
brinquedo. Com base nessas informacdes,
guantos sdo os modelos distintos do brinquedo
gue essa empresa podera produzir?

A) C, B)Cyy ©) Cy, D) 6" E) 4°
6) O ténis € um esporte em que a estratégia de

jogo a ser adotada depende, entre outros fatores,
de o adversario ser canhoto ou destro.

Um
clube tem um grupo de 10 tenistas, sendo
gue 4 sdo canhotos e 6 sao destros. O técnico do
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clube deseja realizar uma partida de exibicéo
entre dois desses jogadores, porém, nao
poderdo ser ambos canhotos.

Qual o nimero de possibilidades de escolha dos
tenistas para a partida de exibicdo?

0 4

)___

2181 2121 g 2

10 4

|
L
218!

I I
D) g+4.4 E) 9+6.4
41 4

7) Para cadastrar-se em um site, uma pessoa
precisa escolher uma senha composta por quatro
caracteres, sendo dois algarismos e duas letras
(maidsculas ou mindsculas). As letras e os
algarismos podem estar em
qualquer posicdo. Essa pessoa sabe que o
alfabeto é composto por vinte e seis letras e que
uma letra mailscula difere da mindscula em uma
senha.

Disponivel em: www.infowester.com. Acesso
em: 14 dez. 2012.

O nimero total de senhas possiveis para o
cadastramento nesse site é dado por

|
A) 102262  B) 102522 C) 102.522.%

41

|
D) 10°.26°. — 4
212!

E) 102.52°. —
212!

8) A populacdo brasileira sabe, pelo menos
intuitivamente, que a probabilidade de acertar as
seis dezenas da mega sena ndo € zero, mas é
guase.

Mesmo assim, milhdes de pessoas sao atraidas
por essa loteria, especialmente quando o prémio
se acumula em valores altos. Até junho de 2009,
cada aposta de seis dezenas, pertencentes ao
conjunto {01, 02, 03, ..., 59, 60}, custava R$ 1,50.

Disponivel em: www.caixa.gov.br. Acesso em:
7 jul. 2009.

Considere que uma pessoa decida apostar
exatamente R$ 126,00 e que esteja mais
interessada em acertar apenas cinco das seis
dezenas da mega sena, justamente pela
dificuldade desta dltima. Nesse caso, € melhor
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gue essa pessoa faca 84 apostas de seis dezenas
diferentes, que ndo tenham cinco ndmeros em
comum, do que uma Unica aposta com nhove
dezenas, porque a probabilidade de acertar a
quina no segundo caso em relagéo ao primeiro &,
aproximadamente,

a)l% vez menor b) 2%vez menor c) 4 vezes

menor

d) 9 vezes menor e) 14 vezes menor

9) Um banco solicitou aos seus clientes a criacéo
de uma senha pessoal de seis digitos, formada
somente por algarismos de 0 a 9, para acesso a
conta corrente pela internet. Entretanto, um
especialista em sistemas de seguranca
eletrbnica recomendou a direcdo do banco
recadastrar seus usuarios, solicitando, para cada
um deles, a criagdo de uma nova senha com seis
digitos, permitindo agora o uso das 26 letras do
alfabeto, além dos algarismos de 0 a 9. Nesse
novo sistema, cada letra maildscula era
considerada distinta de sua versdo minuscula.
Além disso, era proibido o uso de outros tipos de
caracteres. Uma forma de avaliar uma alteracéo
no sistema de senhas é a verificacdo do
coeficiente de melhora, que é a razao do novo
ndmero de possibilidades de senhas em relacédo
ao antigo. O coeficiente de melhora da alteracéo
recomendada é

62° 62! 62! 41
10 10! 101 56!
D) 621-10! E) 62° —10°

10) A reforma agraria ainda € um ponto crucial
para se estabelecer uma melhor distribuicdo de
renda no Brasil. Uma comunidade de sem terra,
apos se alojar numa fazenda comprovadamente
improdutiva, recebe informacéo de que o INCRA
ir4 receber uma comisséo para negociacdes. Em
assembléia democratica, os sem terra decidem
gue tal comissdo sera composta por um
presidente geral, um porta-v6z que passara as
noticias a comunidade e aos representantes e
um agente que cuidard burocratica das
negociagbes. Além desses com cargos
especificos, participardo dessa comissdo mais
seis conselheiros que auxiliardo indistintamente
em todas as fases da negociacgéo.
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Se, dentre toda a comunidade, apenas 15
pessoas forem consideradas aptas aos cargos, o
namero de comiss@es distintas que poderéo ser
formadas com essas 15 pessoas é obtido pelo
produto:

A) 13.11.7.5%.3%.2* B) 13.11.7.5.3.2

C) 13.11.7°.5.3%2° D) 13.7°.5%.3°2°

E) 13.11.7%.5.3%.2°

PROBABILIDADES

O termo probabilidade tem uso muito amplo na
conversa cotidiana entre as pessoas no sentido
de sugerir um grau de incerteza sobre o ocorrido
no passado, 0 que ocorrera no presente e no
futuro. O torcedor de um time de futebol pode
apostar na probabilidade de seu time ganhar no
préximo jogo. Embora seu time seja favorito em
ganhar, pode ser que ele venha a perder ou a
empatar. O aluno podera ficar contente em
realizar as proximas provas porque ele acredita
gue sua probabilidade de obter boas notas seja
grande.

A idéia de probabilidade tem um papel muito
importante quanto a situacdo que envolve a
tomada de decisdes. O publicitario precisa lancar
uma propaganda sobre um determinado produto
no mercado, logo ele precisara de informacées
sobre a probabilidade de sucesso que esta
propaganda alcancara.

DEFINICOES E PROPRIEDADES

A Teoria da Probabilidade tenta dar significado a
experimentos tais que o resultado ndo pode ser
completamente pré-determinado, ou seja, visa
definir um modelo matematico que seja
adequado a descricdo e interpretacdo de

fendbmenos aleatérios.

EXPERIMENTO ALEATORIO

Sdo fendmenos que, mesmo repetidos varias
vezes sob condi¢cdes semelhantes, apresentam
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resultados imprevisiveis. O resultado final

depende do acaso.
EXEMPLOS:

Lancar um dado e observar a face virada para
cima.

Retirar e observar uma carta de um baralho.

Sortear uma bolinha no bingo e verificar o
ndmero.

ESPACO AMOSTRAL

E um conjunto formado por todos os resultados
possiveis de um experimento aleatdrio.

EXEMPLOS:

No experimento aleatério "lancamento de uma
moeda" temos o espaco amostral {cara, coroa}.

No experimento aleatério "langamento de um
dado" temos o espago amostral {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

EVENTO

E qualquer subconjunto do espago amostral de
um experimento aleatdrio.

EXEMPLO 1:

Experimento Aleatdrio: "langamento de uma
moeda" e registro do resultado.

Espaco Amostral: U = {Ca; CO}
Alguns Eventos:

Evento A : Ocerrénciade Cara = A = {Ca}
Evento B: Ocerrénciade Coroa = B = {Co}

EVENTO
IMPOSSIVEL

CERTO, ELEMENTAR E

EVENTO CERTO: E quando o evento coincide
com o espago amostral.
Espaco Amostral: U = {1,2,3,4,5,6}

Evento A:"Ocorréncia de um niamero menor que
7"

A= {1,2,3,4,5, 6}, portanto A=U, logo A é
um evento certo.
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EVENTO ELEMENTAR: E um subconjunto
unitario do espago amostral.

Espaco Amostral: U = {1,2,3,4,5,6}

Evento B: “Ocorréncia de um numero multiplo de
4”

B= {4} portanto B é um evento elementar.

EVENTO IMPOSSIVEL: E o subconjunto vazio
do espaco amostral.

Espaco Amostral: U = {1,2,3,4,5,6}
Evento C: "Ocorréncia de nimero maior que 6”
C = ¢, portanto C é um evento impossivel.

CONCEITO DE PROBABILIDADE

Se em um fendmeno aleatério as possibilidades
sdo igualmente provaveis, entdo a probabilidade
de ocorrer um evento A é:

numero de casos favoraveis

P(A) = :
ndmero de casos POSSIVEIS

REGRAS PARA O CALCULO

PROBABILIDADES

DAS

1) A probabilidade de um evento A, denotada por
P(A), € um numero de 0 a 1 que indica chance de
ocorréncia do evento A. Quanto mais proxima de
1 é P(A), maior é a chance de ocorréncia do
evento A, e quanto mais préxima de zero, menor
€ a chance de ocorréncia do evento A.

0<P(A)<1

2) A probabilidade de um evento certo S,
denotado por P(S), é igual a 1 ou 100%.

P(S) =1

3) A probabilidade de o evento impossivel
ocorrer, denotada por P(¢) , é igual a 0 (zero).

P(¢)=0

4) REGRA DA SOMA PARA EVENTOS
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MUTUAMENTE
PROBABILIDADES

EXCLUSIVOSDAS

Se A e B forem eventos mutuamente exclusivos
(A NB= ¢) entdo:

P(AUB)=A(A)+P(B)

5) REGRA DA SOMA PARA EVENTOS QUE
NAO SAO MUTUAMENTE EXCLUSIVOSDAS
PROBABILIDADES

Se A e B ndo forem eventos mutuamente
exclusivos, entao:

P(AUB) = A(A) + P(B) - P(ANB)

6)  PROBABILIDADE
COMPLEMENTAR P(A)

DO EVENTO

O evento complementar de A, denotado porﬂ,
€ o0 conjunto de todos os elementos do espaco
amostral, que ndo pertencem a A .

Portanto, a probabilidade de ocorrer o evento
complementar de A denotada por P(K) sera
dada por:

P(A)=1-P(A)
7) PROBABILIADE CONDICIONAL

Sejam A e B dois eventos de um espaco amostral
S, . A probabilidade de A ocorrer condicionada a
B ter ocorrido, sera representada por P(A/B), e
lida como: “probabilidade de A dado B” ou
“probabilidade de A ocorrido B”, e calculada por:

P(ANB)
P(B)

8) REGRA PRODUTO PARA EVENTOS

P(A/B)=

INDEPENDENTES (“REGRA DO E”)
Dois eventos sdo independentes quando a
probabilidade de ocorrer B ndo é condicional a
ocorréncia de A. A expresséao que define a lei do
produto para eventos independentes é a
seguinte:

P(A~B)=P(A).P(B)

EXERCICIOS
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1) Considere o lancamento de um dado. Calcule
a probabilidade de:

a) Sair o nimero 3:

b) Sair um ndimero par:

¢) Sair um multiplo de 3:

d) Sair um namero menor do que 3
e) Sair um quadrado perfeito:

2) Considere o lancamento de dois dados.
Calcule a probabilidade de:

a) Sair a soma 8

b) Sair a soma 12

3) Uma urna possui 6 bolas azuis, 10 bolas
vermelhas e 4 bolas amarelas. Tirando-se uma
bola com reposicao, calcule as probabilidades
seguintes:

a) Sair bola azul
b) Sair bola vermelha

4) Qual a probabilidade de retirar uma bola
vermelha de uma urna contendo 3 bolas brancas,
2 vermelhas e 5 verdes?

a)40% Db)35% c)25% d)20% e)15%

5) Qual a probabilidade de sorteio de uma bola
gue ndo seja branca em uma urna que contem 6
bolas brancas, 2 azuis e 4 amarelas?

a)2/3 b)12 c)l4 d)2/5 e)5/12

6) Em um avido viajam 40 brasileiros, 20
japoneses, 8 americanos e 3 &rabes.
Escolhendo-se ao acaso um passageiro,
determine a probabilidade de ele:

a) Ser Arabe
b) Nao ser Arabe
c) Ser Brasileiro

7) Qual a probabilidade de obter, no langamento
de um dado, um namero par ou primo?
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a)5/6 b)3/7 L3 d)25 e)23

8) Dos 100 alunos de uma turma, 40 gostam de
algebra, 30 gostam de geometria, 10 gostam de
algebra e geometria, e ha os que ndo gostam de
algebra nem geometria. Um aluno é escolhido ao
acaso. Qual a probabilidade de ele gostar de:

a) Algebra?

b) Geometria?

c) Algebra e geometria?
d) Algebra ou Geometria?

9) Uma urna possui cinco bolas vermelhas e
duas bolas brancas.
Calcule as probabilidades de:

a) em duas retiradas, sem reposicéo da primeira
bola retirada, sair uma bola vermelha (V) e
depois uma bola branca (B).

b) em duas retiradas, com reposicdo da primeira
bola retirada, sair uma bola vermelha e depois
uma bola branca.

10) O professor Francisco de Assis realizou uma
pesquisa em uma de suas turmas de 22 série do
ensino médio para saber a preferéncia dos
alunos a respeito do tema a ser escolhido para a
feira cultural da escola. Assim, apresentou aos
alunos dois temas: Cidadania e Meio Ambiente,
obtendo os seguintes resultados:

40 alunos escolheram Cidadania;
25 alunos escolheram Meio Ambiente;
10 alunos escolheram ambos os temas;

5 alunos nado escolheram nenhum dos dois
temas.

Desta forma, selecionando um aluno da sala, a
probabilidade dele ter escolhido apenas Meio
Ambiente como tema é:

a)1/2 b)1/5 c)1/3 d)1/6 e)1/4

11) Em uma gaiola estdo vinte coelhos. Seis
deles possuem uma mutag¢é@o sanglinea letal e
trés outros uma mutacao 6ssea. Se um coelho for
selecionado ao acaso, qual a probabilidade de
gue ndo seja mutante?

C UR SINHO
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a)20/11 b)11/20 c)6/20 d)3/20 e)11/40

12) Para uma partida de futebol, a probabilidade
de o jogador R ndo ser escalado é 0,2 e a
probabilidade de o jogador S ser escalado € 0,7.

Sabendo que a escalagdo de um deles é
independente da escalacdo do outro, a
probabilidade de os dois jogadores serem
escalados é:

a)0,06 b)0,14 ¢)0,24 d)0,56  €)0,72

13) Em um concurso de televiséo, apresentam-
se ao participante 3 fixas voltadas para baixo,
estando representadas em cada uma delas as
letras T, V e E. As fichas encontram-se alinhadas
em uma ordem qualquer. O participante deve
ordenar as fichas ao seu gosto, mantendo as
letras voltadas para baixo, tentando obter a sigla
TVE. Ao observa-las, para cada letra que esteja
na posicdo correta ganhard um premio de R$
200,00.

30.1) A probabilidade de o participante néo
ganhar qualquer prémio é igual a:

a)0 b)1/3 c)l4 d)12 e)1/6

30.2) A probabilidade de o concorrente ganhar
exatamente o valor de R$ 400,00 ¢é igual a:

a)0 b)1/3 c)1/2 d)2/3 e)1/6

EXERCICIOS COMPLEMENTARES:

1) Um rapaz estuda em uma escola que fica
longe de sua casa, e por isso precisa utilizar o
transporte publico. Como é muito observador,
todos os dias ele anota a hora exata (sem
considerar os segundos) em que o 6nibus passa
pelo ponto de espera. Também notou que nunca
consegue chegar ao ponto de dnibus antes de 6
h 15 min da manha. Analisando os dados
coletados durante o0 més de fevereiro, o qual teve
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21 dias letivos, ele concluiu que 6h e 21 min foi o
gue mais se repetiu e que a mediana do conjunto
de dados é 6h 22min.

A probabilidade de que, em algum dos dias
letivos de

fevereiro, esse rapaz tenha apanhado o dnibus
antes de 6h 21 min da manha é no maximo:

4 5
A— B)—

21 21
2) O salto ornamental é um esporte em que cada
competidor realiza seis saltos. A nota em cada
salto é calculada pela soma das notas dos juizes,
multiplicada pela nota departida (o grau de
dificuldade de cad salto). Fica em primeiro lugar
o0 atleta que obtiver a maior soma das seis notas
recebidas.

O atleta 10 ira realizar o ultimo salto da final. Ele
observa no Quadro 1, antes de executar o salto,
o recorte do quadro parcial de notas com a sua
classificacdo e a dos trés primeiros lugares até o
momento.

Quadro 1
Classificacao Atleta 62 Salto Total
12 3 135,0 8290
2e 4 140,0 8252
32 8 140.4 8242
G2 10 687.5

Ele precisa decidir com seu treinador qual salto
devera realizar. Os dados dos possiveis tipos de
salto estdo no quadro 2.

Quadro 2

Tipo MNota Estimativa da | Probabilidade

de de soma das notas | de obter a
salto | partida dos juizes nota

T1 2,2 57 89,76%

T2 24 | 58 93,74%

T3 2,6 55 91.88%

T4 28 | 50 95,38%

TS 3,0 53 87.34%

O atleta optara pelo salto de maior probabilidade
de obter a nota estimada, de maneira que lhe
permita alcancar o primeiro lugar.

C UR SINHO

I CcuRrsINHO MATEMATICA [3Cavier

A alternativa certa para 0 sucesso.

Considerando essas condi¢Bes, o salto que o
atleta devera escolher é o de tipo:

A)TL B)T2 C)T3 D)T4 E)T5

3) Para ganhar um prémio, uma pessoa devera
retirar, sucessivamente e sem reposicdo duas
bolas pretas de uma mesma urna.

Inicialmente, as quantidades e cores das bolas
sdo como descritas a seguir:

- Urna A — Possui trés bolas brancas, duas bolas
pretas e uma bola verde;

- Urna B — Possui seis bolas brancas, trés bolas
pretas e uma bola verde;

- Urna C — Possui duas bolas pretas e duas bolas
verdes;

- Urna D — Possui trés bolas brancas e trés bolas
pretas.

A pessoa deve escolher uma entre as cinco
opcbes apresentadas:

- OPCAO 1- Retirar aleatoriamente duas bolas da
urna A,

- OPCAO 2- Retirar aleatoriamente duas bolas da
urna B;

- OPCAO 3- Passar, aleatoriamente, uma bola da
umnma C para a urna A; apoOs isso, retirar,
aleatoriamente, duas bolas da urna A;

- OPCAO 4- Passar, aleatoriamente, uma bola da
urna D para a urna C; ap6s isso, retirar,
aleatoriamente, duas bolas da urna C;

- OPCAO 5- Passar, aleatoriamente, uma bola da
umna C para a urna D; ap0ls isso, retirar,
aleatoriamente, duas bolas da urna D;

Com o objetivo de obter a maior probabilidade
possivel de ganhar o prémio, a pessoa deve
escolher a opcao:

Al B2 C)3 D4 E)5

4) Um designer de jogos planeja um jogo que faz

uso de um tabuleiro de dimensées n xn ,comn

N > 2 no qual cada jogador, na sua vez, coloca
uma peca sobre uma das casas vazias do
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tabuleiro. Quando uma pega é posicionada, a
regido formada pelas casas que estdo na mesma
linha ou coluna dessa peca € chamada de zona
de combate dessa peca. Na figura esta ilustrada
a zona de combate de uma peca colocada em
uma das casas de um tabuleiro de dimensdes 8
x 8.

O tabuleiro deve ser dimensionado de forma que
a probabilidade de se posicionar a segunda peca,
aleatoriamente, seguindo a regra do jogo e esta
ficar sobre a zona de combate da primeira, seja

T |
inferiora —.
5
A dimensdo minima que o designer deve adotar
para
esse tabuleiro é:

A)d x4
x11

B)6x6 C)9x9 D)I0x10 E)1l

5) Um morador de uma regido metropolitana tem
50% de probabilidade de atrasar-se para o
trabalho quando chove na regido; caso néo
chova, sua probabilidade de atraso é de 25%.
Para um determinado dia, o servico de
meteorologia estima em 30% a probabilidade da
ocorréncia de chuva nessa regiéo.

Qual é a probabilidade de esse morador se
atrasar para o servico no dia para o qual foi dada
a estimativa de chuva?

A)0,075
E)0,800

B)0,150 C)0,325  D)0,600

6) Em um jogo h& duas urnas com 10 bolas de
mesmo tamanho em cada urna. A tabela a seguir
indica as quantidades de bolas de cada cor em
cada urna.

C UR SI NHO
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A alternativa certa para o sucesso.

Cor Urna 1 Urna 2
Amarela 4 0
Azul 3 1
Branca 2 2
Verde 1 3
Vermelha 0 4

Uma jogada consiste em:

1°) o jogador apresenta um palpite sobre a cor da
bola que sera retirada por ele da urna 2;

2°) ele retira, aleatoriamente, uma bola da urna 1
e a coloca na urna 2, misturando-a com as que la
estao;

3°) em seguida ele retira, também

aleatoriamente, uma bola da urna 2;

4°) se a cor da Ultima bola retirada for a mesma
do palpite inicial, ele ganha o jogo.

Qual cor deve ser escolhida pelo jogador para
gue ele tenha a maior probabilidade de ganhar?

A) Azul.  B) Amarela. C) Branca.

D) Verde. E) Vermelha.

7) Uma loja acompanhou o numero de
compradores de dois produtos, A e B, durante os
meses de janeiro, fevereiro e marco de 2012.
Com isso, obteve este gréfico:

a0

an

-
a

-
a

-
=]

[
=]

Mimers de comgradarnes
o
=}
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A loja sorteara um brinde entre os compradores
do produto A e outro brinde entre os
compradores do produto B.

Qual a probabilidade de que os dois sorteados
tenham feito suas compras em fevereiro de
20127

1 3 5 6 7
A— B - C 5 D) - B —
20 242 22 25 15
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8) Considere o seguinte jogo de apostas: Numa
cartela com 60 ndmeros disponiveis, um
apostador escolhe de 6 a 10 nimeros. Dentre o0s
nameros disponiveis, serdo sorteados apenas 6.
O apostador serd premiado caso 0s 6 numeros
sorteados estejam entre os numeros escolhidos
por ele numa mesma cartela. O quadro
apresenta o preco de cada cartela, de acordo
com a quantidade de nimeros escolhidos.

oscolhidos om uma cartela | Pre6o 4a cartela (RS)
6 2,00
7 12,00
B 40,00
9 125,00
10 250,00

Cinco apostadores, cada um com R$ 500,00 para
apostar, fizeram as seguintes opc¢des:

Arthur: 250 cartelas com 6 nimeros escolhidos;

Bruno: 41 cartelas com 7 numeros escolhidos e
4 cartelas com 6 nimeros escolhidos;

Caio: 12 cartelas com 8 nimeros escolhidos e 10
cartelas com 6 nameros escolhidos;

Douglas: 4 cartelas com 9 nimeros escolhidos;
Eduardo: 2 cartelas com 10 nimeros escolhidos.

Os dois apostadores com maiores probabilidades
de serem premiados sao

A) Caio e Eduardo.  B) Arthur e Eduardo.

C) Bruno e Caio. D) Arthur e Bruno.

E) Douglas e Eduardo.

9) O psicélogo de uma empresa aplica um teste
para analisar a aptiddo de um candidato a
determinado cargo. O teste consiste em uma
série de perguntas cujas respostas devem ser
verdadeiro ou falso e termina quando o psicologo
fizer a décima pergunta ou quando o candidato
der a segunda resposta errada. Com base em
testes anteriores, o psicélogo sabe que a
probabilidade de o candidato errar uma resposta
€ 0,20.

A probabilidade de o teste terminar na quinta
pergunta é

C UR SINHO

I CURSINHO MATEMATICA [SCavier

A alternativa certa para o sucesso.

A) 0,02048. B) 0,08192.  C) 0,24000.

D) 0,40960. E) 0,49152.

10) Uma competicdo esportiva envolveu 20
equipes com 10 atletas cada. Uma denuncia a
organizacdo dizia que um dos atletas havia
utilizado substancia proibida. Os organizadores,
entdo, decidiram fazer um exame antidoping.
Foram propostos trés modos diferentes para
escolher os atletas que irdo realiza-lo:

Modo |: sortear trés atletas dentre todos os
participantes;

Modo II: sortear primeiro uma das equipes e,
desta, sortear trés atletas;

Modo IlI: sortear primeiro trés equipes e, entéo,
sortear um atleta de cada uma dessas trés
equipes.

Considere que todos os atletas tém igual
probabilidade de serem sorteados e que P(l),
P(Il) e P(lll) sejam as probabilidades de o atleta
que utilizou a substancia proibida seja um dos
escolhidos para o exame no caso do sorteio ser
feito pelo modo |, Il ou lll. Comparando-se essas
probabilidades, obtém-se

A P(l) < P(lll) < P(ll)
B P(Il) < P(I) < P(lll)
C P(l) < P(I1) = P(lll)
D P(I) = P(ll) < P(Ill)
E P(1) = P(Il) = P(lll)

11) A figura | abaixo mostra um esquema das
principais vias que interligam a cidade A com a
cidade B. Cada numero indicado na figura Il
representa a probabilidade de pegar um
engarrafamento quando se passa ha via
indicada. Assim, h4 uma probabilidade de 30%
de se pegar engarrafamento no deslocamento do
ponto C ao ponto B, passando pela estrada E4, e
de 50%, quando se passa por E3. Essas
probabilidades s&o independentes umas das
outras.
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certa para o

Figura |

(Foto: Reproducédo/Enem)

Paula deseja se deslocar da cidade A para a
cidade B usando exatamente duas das vias
indicadas, percorrendo um trajeto com a menor
probabilidade de engarrafamento possivel. O
melhor trajeto para Paula é

A)E1E3 B)E1E4 C)E2E4 D)E2E5 E)E2E6.
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	11) (UERJ-RJ) O esquema abaixo representa a vela da asa-delta, que consiste em dois triângulos isósceles  ABC e ABD congruentes , com . A medida de corresponde ao comprimento da quilha. Quando esticada em um plano, essa vela forma um ângulo .
	Suponha que, para planar, a relação ideal seja de  de vela para cada de massa total. Considere, agora, uma asa-delta de que planará com uma pessoa de . De acordo com a relação ideal, o comprimento da quilha, em metros, é igual à raiz quadrada de:

